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I. Division euclidienne/ divisibilité /congruence 


Division euclidienne Divisibilité congruence 
Quels que soit le nombre entier a et b sont deux entiers relatifs, on n est un entier naturel non nul 
relatif a, quel que soit l'entier dit que b divise a (a est multiple de donné. a et b sont deux entiers 
naturel non nul b, il existe deux b) si et seulement si, il existe un relatifs. On dit que a est congrus à b 
entiers uniques q et r tels que : entier k tel que : modulo n si et seulement si, il existe 
a=b.q+r et O0<r<b a=b.q k dans Z tel que : a—b = k.n 
On écrit: a=b[modulo] 


II. Propriétés de la divisibilité et de la congruence 


Divisibilité congruence 
(a /b et b /a)= |a| = |b a=bfnlæ a-b=kne n/a-b 
(5 la e 6/b)= (Ya, p) € Z?) ; 8 la.a+ Bb a 
DURS ONE c=dfn] ac=b.d |n] 


II. PGDC et PPMC 


Plus grand diviseur commun Plus petit multiple commun 


onlenote: d= pgdc(a,b)=aAb onlenote: m= ppmc(a,b)=av b 


Le pgcd vérifie les propriétés suivantes : Le ppmc vérifie les propriétés suivantes : 


= e / 
date ner aaa (m=avb) = 177 
b= db bim 


d'l | alc 
| a > d/anb pe > aAb/c 
d Ib 
Propriété commune 
V(a,b)e Z?; (av b). (a ab) =|ab] 


IV. Nombres premiers entre eux / Bezzout / Gauss/Propriétés 


Nombres premiers entre eux Théorème de Gauss : (c/ab et caa=1) = (c/b) 
On dit que les entiers a et b sont premiers entre eux Autres propriétés : 
si et seulement si pgcd (a,b)=1. (a /cetb /c et aAb =1) => (a.b/c) 
Identité de Bezzout (anb=1 et aac=1) = (aAb.c)=1 


= 2 # mn * * 
(anb=1) © Gu, veZ? ; au+b.v=1) Gak a NN s a 


Conséquence : (a=b.q+r et O<r<b) > anAb=rAb) 
(anb=d) & Gu, ve Z? ; au +b.v=b) 


V. Nombres premiers / Propriétés 


Un nombre entier est premier s'il a exactement Propriétés : soit p premier on a : 
deux diviseurs positifs : 2, 3, 5,7 etc... 1 et -1 ne (p/ab) = (p/a ou p/b) 


sont pas premiers … ba" ) = (p/a) 
L'ensemble des nombres premiers est infini. 


(p /a.a...a ) & die(1,2,..n); (pla 


(p/a)= pna=p et (p ne divise pas a)= pAa=l 
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VI Algorithme d’Euclide 


Soient deux entiers naturels a et b tels que a > b: Si rr#0 On divise ro par r1, on obtient : 
On divise a (le plus grand) par b, on obtient : etc 
(1): a =b.qdo + et  O<ry <b Après un certains nombre d'opération, on obtient un 
Si ro=0 alors b divise a et pgcd(a,b)=b reste nul ( en effet la suite des restes est une suite 


Si ro#0 On divise b par ro, on obtient : décroissante de nombres entiers), soit r,, le dernier 
(2): b=r.q + e O<r, <r, <b reste non nul de cette suite, on alors : 


Sir;=0 alors pgcd(a,b)=pgcd(b,ro)=ro pgcd(a,b)=pgcd(b,ro)=...= pgcd(rn-1, Fn)=rn 


Décomposition d’un entier en un produit de facteurs premiers 


Tout nombre entier naturel non nul et différent de 1, n= p” Pa? p,” 
se décompose d’une manière unique sous la forme : 


Où les nombres pi sont des nombres premiers et les ai 
sont des entiers naturels non nuls. 


III. L’ensemble des classes d’équivalence Z/n.Z 


La relation de congruence : d'équivalence modulo n est noté : Z/n.Z 
a=b[nl a-b=knen/a-b Zinz={0,1,2,3, n2 ni} 

Est une relation d'équivalence dans Z, compatible Dans Z/n.Z, on définit la somme etr le produit des 
avec la somme et le produit: classes, de la façon suivante : 


nl ei 


c=d [n] a.c =b.d [n] TE 
ab=a. 


La classe d'équivalence d'un entier relatif x est 
l'ensemble défini par : (Z/n.Z, + , x ) est un anneau commutfatif unitaire, en 
général non intègre. 


a=x= eZ y=x|modulo n 3 b 
b y=x| j Si n est premier, alors Z/n.Z est un corps. 


L'ensemble qui contient toutes les classes r eneth z) Sae 
1NVersı A anrnn= 


IX. La numération 


Soit x un entier nature supérieur ou égal à 2. On écrit : 
Tout entier b de In peut s écrire sous la forme : (D): b=a.a ajag © 


nn: 


b=a,x"+a, x" +..+ax+ag Et on dit que l’écriture (1) est l’écriture du nombre b 
Où dans le système de numération de base x. 
a, #0 et (viel0,n]) ; a;el0,n-i] 


X. Détermination du pgde(a,b) et du ppmc(a,b) 


Soient : mn. 
aAb= lI De 
Hl 


a-[ Jp" et b=[[r# 
il il 


} . . 2 sup(@;,p, 
La décomposition en facteurs premiers de a et b, on ve IG i i 
obtient : 
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